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196. Die geometrischen Grundlagen der Auswahlregeln der
Eigenschwingungen und Termaufspaltungen in Molekel-
und Krystallverbindungen.

3. Mitteilung?).

Die Bestimmung der den Schwingungen
zukommenden Freiheitsgrade

von Paul Niggli.
(11. VL 49.)

In der 1. und 2. Mitteilung wurde zur Erliuterung der Auswahl-
regeln der Molekelspektroskopie ein neuer Weg eingeschlagen. Zu
einer Teilchenanordnung bestimmter Symmetrie der Ruhelage wur-
den die ein Schwingungssystem bildenden, einander isomorphen
Klassen abgeleitet. Sie entsprechen den zur Ruhelage gehdorigen, ver-
schiedenen Schwingungstypen oder Rassen und lassen sich durch so-
genannte Charaktere darstellen. Die Symmetrie eines Schwingungs-
systemes wurde mit den in der Krystallographie iiblichen Symmetrie-
symbolen der Ruhelagesymmetrie, z. B. D,;, O usw., bezeichnet, die
einzelnen Klassen, wie in der Molekelspektroskopie gebriuchlich, mit
A..., B..., E... usw. So besteht beispielsweise das Schwingungs-
system O, aus den 10 Klassen Oy (A,,), Oy (As1y), On(As,), On(Agy),
Ou(By), On(Ey), Oy (Frg), On(Fru), Oy (Fyp), Oy (Fay).

Zur gleichen Symmetrie eines Schwingungssystemes gehoren ver-
schiedene Punkt- oder Teilchenanordnungen, genau so, wie einer Sym-
metrieklasse der Krystallwelt verschiedene Krystallformen und Kom-
binationen von Krystallformen zugeordnet sind. Beiderorts gilt, dass
die einander gleichwertigen Elemente (Punkte bzw. Teilchen, Geraden,
Flichen) in Abhingigkeit von der Lage zu den Symmetrieelementen
Konfigurationen verschiedener Gestalt und Zéahligkeit bilden (n-
Flachner, n-Punktner mit bestimmt variabelm n)2). Ist z. B. ein
Schwingungssystem Oy, gegeben, so gehort ein Punkt allgemeiner Lage
einem 48-Punktner an; Punkte, die sich auf Spiegelebenen vorfinden,
ergeben 24-Punktner; Punkte, die auf Digyren liegen, welche zugleich
Schnittlinien zweier Spiegelebenen sind, bilden 12-Punktner; Punkte
auf Tetragyren als Schnittlinien von (2 + 2) Spiegelebenen 6-Punktner
und Punkte auf Trigyren + 3 Spiegelebenen 8-Punktner. Die ausge-
zeichnete Lage der niedrigzihligen Punkte heisst die Symmetrie der

1) 1. Mitt., Helv. 32, 770 (1949); 2. Mitt., Helv. 32, 913 (1949). Die Tabellennume-
rierung geht hier weiter.

2) Siehe z. B. P. Niggli, Grundlagen der Stereochemie. Verlag Birkhéuser, Basel
1945.
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Punktlage (Symmetriebedingung) und die Zahl der den Punkt
in sich selbst iiberfithrenden Symmetrieoperationen geometrische
Wertigkeit w. Die Zahl gleichartiger Punkte ist die Zihligkeit z
und es ist immer z-w = N = der Zahligkeit der Punktlage allgemein-
ster Lage.

Im obengenannten Falle gelten:

Zahl gleichwertiger Punkte (Zahligkeit) . . . 48 24 12 5 6

Wertigkeit w . . . . . . . . . I 2 4 6 8

Zugeordnete Punktsymmetrie| ¢ . . e C
(Symmetriebedingung) } T : - "2y “ 4v

Die Gestalt des Punktners wird adjektivisch analog bezeichnet
wie die Gestalt des entsprechenden Flichners. Fir Op-Symmetrie
wiirde dies:

Zahligkeit . . . . . . 48 24 12 3 6
Gestalt des Punktners hexakisok- tetrakis- rhomben-; okta- hexa-
taedrisch hexaedrisch | dodcka- | edrisch | cdrisch
oder edrisch
triakisokta-
edrisch oder
deltoidikosi-
tetraedrisch

Es ist klar, dass fiir eine gegebene Symmetrie der Ausgangslage,
also fiir jedes Schwingungssystem sofort angebbar ist, was fir Punkt-
zihligkeiten in Frage kommen und wie im linzelfalle die Symmetrie-
bedingungen (d. h. die Lagebeziehungen zu den Symmetrieelementen)
lauten.

Die Haupttabellen VI—VIII!) enthalten alle notwendigen An-
gaben, da als Symmetriebedingungen von Punktlagen nur C,, Gy, Cp,
C,, und die Vollsymmetrien zu beriicksichtigen sind. Zweierlei ist
hiezu zu bemerken:

1. Analoge Gestalt oder Art der Punktzusammengehorigkeit
kann in gewissen Fillen bei prinzipiell verschiedener Lage der Punkte
zu den als Koordinatenachsen gewidhlten Richtungen entstehen. Die
Krystallographie ordnet derartige korrelate Punktner oder Flichner
verschiedenen Stellungen zu und definiert, was z. B. als 1. Stellung,
2. Stellung, 3. Stellung zu bezeichnen ist2).

2. Unterscheiden sich die Symmetrien zweier Schwingungssysteme
nur dadurch voneinander, dass zu der Symmetrie des einen noch
Symmetrieelemente hinzukommen (Symmetriegesetze!), die in der

1) Fortsetzung der Numerierung der Haupttabellerx nach I. und 2. Mitteilung.
?) Siehe z.B. P. Niggli, Lehrbuch der Mineralogie und Kristallchemie, 3. Aufl.,
Bd. I, 1941, Verlag Borntrager, Berlin,
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zweiten in den Symmetriebedingungen einer Punktlage enthalten sind,
so dndert sich weder die Zihligkeit noch die Gestalt des zugehorigen
Punktners. Die entsprechenden Flichner oder Punktner sind viel-
deutig, d. h. sie treten in gleicher Gestalt und Zahligkeit in verschie-
denen Symmetriegruppen auf. Verschieden konnen dann nur die Sym-
metriebedingungen der Punktlagen oder Teilchen sein. So sieht man
aus der Tabelle VIa, dass ein hexagonal (n = 6)-prismatischer Punkt-
ner 1. Stellung in acht verschiedenen Symmetriegruppen auftreten
kann, wobei ihm entweder die Symmetriebedingung C,,, C,, C, oder
C; zukommt. In einem regelmissigen Sechseck angeordnete Punkte oder
Teilchen sind somit mit verschiedener Gesamtsymmetrie vertriglich.

3. Ist eine Kombination verschiedener Punktner gegeben, so’
muss zur Feststellung, ob sie der Symmetrie nach ein- oder vieldeutig
ist, kontrolliert werden, ob die gleiche Kombination in verschiedenen
Schwingungssystemen auftreten kann. So treten der oktaedrische
8-Punktner und der hexaedrische 6-Punktner in Oy, O und T, auf,
die Kombination beider Punktner ist somit dreideutig, sie kann in
drei verschiedenen Schwingungssystemen auftreten.

Die Tabellen VIa und VIb enthalten die Punktner mit Symmetrieklassen vom
Typus p und 2 p, wobei p ungerade ist, also z. B. die trigonal-rhomboedrischen, trigonalen
und hexagonalen Klassen mit p = 3. In diesen (wie in den iibrigen) Tabellen sind jeweilen
die Symmetriebedingungen der betreffenden Punktner mit den {iblichen Symbolen an-
gegeben. Die Symmetriebedingungen von Punktgestalten, die in ihrer Form eindeutig
nur einer Symmetrieklasse angehoren, sind umrandet; wenn sie nur in der betreffenden
Stellung eindeutigen Charakter aufweisen, ist diese Umrandung gestrichelt. Die Zahl
verschiedener Symmetrieklassen, in welchen die gleiche Form auftreten kann, gibt die
Vieldeutigkeit (Deutigkeit der Tabellen) an. Ist die Stellung unbekannt, nur die Punkt-
form bestimmt, so kann die Vieldeutigkeit grosser sein.

Die Tabelle VII enthalt die entsprechenden Daten fiir Symmetrieklassen vom Typus
m durch 4 teilbar, also vom Typus p 2% mit z > 1; z. B. die tetragonalen Klassen mit
p =1 und z = 2. Hier ist auch bei der Symmetriebedingung C, angegeben, ob in der
iiblichen Aufstellung die Spiegelebene || oder | zur Wirtelachse steht. Fiir die digonalen
Symmetrieklassen (p =1, z =1, d.h. die triklinen, monoklinen, orthorhombischen
Klassen) gilt der untere Teil dieser Tabelle.

Schliesslich enthalt Tabelle VIIT die méglichen Punktgestalten und ihre Symmetrie-
bedingungen fiir die kubischen und ikosaedrischen Symmetrien. Gewisse Formen kénnen
durch einfache Deformation in Spezialformen hoherer Symmetrie {ibergehen, somit als
Pseudoformen auch in niedrigeren Symmetrieklassen auftreten. Beispiele sind in Tabelle
VIII unten rechts vermerks.

Diese jedem Krystallographen geldufigen Betrachtungen werden
nun wegen der mit den Symmetriebedingungen verbundenen KEin-
schrinkungen der Freiheitsgrade der Deformationen von grosser
Bedeutung fiir die Auswahlregeln innerhalb der Schwingungssysteme.
Zunichst gilt, dass, wie in Mitteilung 1 erlidutert, die Schwingungen
aller gleichwertigen Punkte durch die Schwingungen eines dieser
Punkte bestimmt werden. Hat nun der Punkt (als Teilchenschwer-
punkt gedacht) die allgemeine Lage, d. h. die Symmetriebedingung,
C,, so liegt er auf keinem Symmetrieelement der Ruhelagesymmetrie.
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Tabelle VIa.
Punktner und ihre Symmetriebedingungungen in Klassen, deren n durch 4
nicht teilbar ist.

p- Punktner 2p = n-Punkiner

RN e B e e F
n=2p |t 2 M 2 2 MLz Bprism.| pyram|1 2 3t|zoedr 1 2 3L
Dnh Cov Gy
Dn GG
Dph Gy s Cs Cs
Dpd G G s
Cov CsCs (GsCs
Con Cs G G
Eph I G, El[—
Epi GGG e [(;1
b | G G AEREE
Cv |G G G | G | G|[C]
Ca G G GiG C{ZE
G |6GGGGE
Deuh’q-43221—1_893231 3 Tz 2 3o
kit~ | Stellung | Stellung Srenqu

unbekann unbekannt unbekai

Es kommen ihm 3 Freiheitsgrade der Bewegung zu, ohne dass sich
(sofern die Bewegungen aller gleichwertigen Punkte gekoppelt sind)
die Symmetrie des Schwingungssystemes iindert. Die Zahl solcher
gleichwertigen Punkte allgemeiner Lage ist iimnmer gleich X, wenn N
die Ordnungszahl der Symmetriegruppe ist. Fiir cine der Schwin-
gungen bzw. Klassen vom Typus A oder I3 besitzen somit Teilchen
allgemeiner Lage stets drei Freiheitsgrade.
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Tahelle VIb.
(Fortsetzung von VIa).

4p = 2n-—Punklner P

p unge-| di-n-|di-n-| n-gonal di- {n-gon. |di-p- | di-p-|di-n-{ Ein- | Zwei-

rade | gonal | gon. py-| pyramidal _ {trapezo-{ gonal di- gon. ska-f qon. di<| punkt- | punkt-
N=2p|prism. |ramidal | 1. 2. 35t|edrischpyramid.lencedr. [pyram. | ner. | ner.

Dnh | Cs G G ~ Dnh | Cov
Dn G G G Dn Ca
Dpd G G, Dpd va
Cv | G Cw | =
Coh G G [Cx Ch | Gy
Coh G | G

D, D, | G
va va -
Co G | —
Deutig-| 4 T3 05 1)1 1 1 1
keit v

Zweifach entartete, jedoch trennbare Schwingungstypen besitzen
gleichfalls drei Freiheitsgrade (Fr. gr.). Sind die zweifach entarteten
Schwingungstypen nicht trennbar, so sind ihnen, da es sich um un-
trennbare Doppelschwingungen handelt, sinngemiss 2-3 = 6 Freiheits-
grade zuzuordnen. Da wo die drei- und vierfach entarteten Schwin-
gungen auftreten, sind sie durchwegs nicht trennbar. Den dreifach
entarteten Schwingungstypen (F) kommen daher fiir Punkte allge-
meiner Lage 3-3 = 9 Freiheitsgrade zu, den vierfach entarteten (G)
4-3 = 12 und den fiinffach entarteten (H) 5-3 = 15 Freiheitsgrade.

92



1458 HELVETICA CHIMICA ACTA,

Tabelle VII.
Punktner und ihre Symmetriebedingungen in Klassen mit m durch b teilbar
und in digonalen Klassei.

m - Punktner 2m - Punktner |8 ol

3 T DI R Py — :
prim | gonel Im-gumB-goal | i g4 B oo | - Zuei
71 . derisch | prism.| pyram skalen) zoedr| dipyram|| Punhl-|PunkH

12 38H1 2 3 2. 35K 1230 ner | mer
Dpzzh G G Cs GG l&l Dinh | Conw
Do |G G G| oG] ¢l [On |Ca
szzv G Csn G G G m Smv | Cav
Cotv|Con Cn - (ol G Cruv
Corh o G G GGG Coh | Co
|6 G G G GG S | Co
C# |G G G| GGG Co
Detigry 7 322121 1|4 |1 341)1 1|1

2- Punktner 4 - Punktner 8- Phin.
p=1 | pinakoidal \domatisch | prismatisch | pyramid. | di- di- Ein-
z=1|1 2. 3Stjsphenaid. |1 2. 38t sphenoid. | pyramid. Punkt-
Do (G Gy Gy G G G [E] Dsh
Dz GGG G G G El Dz
sz Cs Cs [s CI CZV
CS C1 C1 Cs(hol)
Cz G— GG C,
Ci Cl Ci
Devfigls 4 4(3 |2 2 3 | 1 1 1
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Tabelle VIII.

Punktner und ihre Symmetriebedingungen in kubischen und ikosaedrischen Klassen.

4-1 01 8- 48-1 "1-
Pkt |Ptn|Pitn| 12- Punkiner 24 — Punkiner Pitnll PKrn.
= | = = = ! - < 2
= c %)
al2 15 |125| 5 Bsgl.lsl < s 2 sS85 L
il .2 lecSiezs|, 2 S|gc|loe gl 1.2 |l 2[Ee S
o |9 hrmd o9 |laas|l || Q=g g-: ] 218l LElEC 2
@ Py o DV VNI TG Sluwg ol - 2ologlani
© a Eg|Bs 28528252l 29 =T
BlR |2 |sclExSRES| 05 srEnEe=3|ep2REs
[T = | Eo|¥9s|CoeT gl 2el b © L = o
= |c | o “g“g“E“%EggE:'éﬁz%gﬁgaﬂg-g
Uh C4v C3v sz Cs s|vs Uh

o
D

[en]
w
)
o

o
oo
s

o

=1
O
-
S
wr
o
v
o

<
Ks)
=

=
e
w
Nﬁ
<
ol 6o o
w
(@)
wv
—
W

—|
K
N
©
©
o

sl

E
=
2151315121212V 131313 (11|11
[}
12 - 20 - 30~ 60~ 1204 1-
Punkiner| Pkin.| Pkin|  Punkkner Pkin| Pktn.
- =llss, |& gz N
oo R« < = . . . . ol
K | ZEEEs 1§ 3 Beispiele - Ubergange bei Spezial
2 2| 2aves | |8 lagen:
= Zlsmiz S525jeg|E
Hoc|Lw= =S 282 .
=28 28ELE §25£53 di-p-gonal —2n - gonal
BE5|PEEEE £Saze di-n-ganal— zm-gonal
-gonal-trapezoedrisch —~ p-qonal strep-

toedrisch — p-qonal _dipyramidal

—
O
w
™
w
p
o
O
—

orthorhomb. disphenaidisch —~ digonal —
streproederisch (disphenoid.) — fetraedr.
orfhorhombisch  dipyramidal — fetr. di-

o
a8 ]
o
N

Deutigheit

pyramidal —~ okFaedrisch

Far eine allgemeine Punktlage

ergibt sich daher generell als

Summe der den Normalschwingungstypen zukommenden Freiheits-

grade ¢ der Wert:
3(A+A'+A”--)+3 (B+B'+B”--

D43 (E+E+E +.. )+

6 (E+E+.-)+9 (F+F+.- )+12(G+ ¥+ )+ 15 (H+H'+- - -),
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wobei unter A + A’... usw. die Summe aller verschiedenen A-Typen,
unter E + E’... die Summe aller zweifach entarteten trennbaren
Typen und unter E -+ E’... diejenigen zweifach entarteter untrenn-
barer Typen usw. verstanden wird.

Die Zahl der Gesamtfreiheitsgrade fiir alle Normal-
schwingungen, d.h. die Gesamtzahl der einzelnen Eigen- oder
Normalschwingungen fiir eine allgemeine Punktlage berechnet sich
daraus, indem die Zahlen ¢ fir g-fach entartete Schwingungstypen
mit q multipliziert werden. Sie ist somit generell:

T3A+A 4 )+1-3(B4+B+- ) +2-3(E+E+--)+2-6(E+E +---)
+39F+TF+--)+4-12(G+ G+ )+5-15(H+H'+-- ).

Diese Zahl muss gleich 3 N sein, wenn N die Anzahl der gleich-
wertigen Punkte allgemeiner Lage (zugleich Ordnungszahl der Sym-
metriegruppe) ist. Das ergibt zugleich eine Kontrolle der Charakteren-
darstellung. So erhalten wir fiir einen Punkt allgemeiner Lage in I,;:
1-3+1:3+3-9+39-+39+44-12+-4-12+45-154+5-15 =3-120
Gesamtireiheitsgrade. Inbegriffen sind darin, wie frither gezeigt,
die nichteigentlichen Schwingungen, ndmlich die drei Translationen
(r) und die drei Rotationen (R oder Rot), so dass die Zahl der eigent-
lichen Schwingungen 3 N — 6 ist. Das Beispiel eines Teilchenaggregates
allgemeiner Lage der Symmetrie 1, demonstriert besonders eindriick-
lich den auswihlenden Wert der Symmetriebetrachtung. Fiir 120 Teil-
chen eines beliebigen Komplexes kommen an sich unter Beriicksichti-
gung der Freiheitsgrade 360 verschiedene Liigen- oder Normalschwin-
gungen in Frage. Sind die 120 Teilchen jedoch als Punkte allgemeiner
Lage durch die Symmetrieoperationen von Ix miteinander verkniipft,
so zerfallen diese Eigenschwingungen in nur 10 verschiedene Typen:
3 vom Typus A;, 3 vom Typus Ay, je 9 Tripelschwingungen der Typen
Fig, Fiuy Fag, Foy, je 12 Quadrupelschwingungen der Typen G, und G,
und je 15 Quintupelschwingungen der Typen H, und H, der Haupt-
tabelle V.

Nun gehoren, wie eéingangs erliutert wurde, zu einer bestimmten
Symmetriegruppe nicht nur Punkte oder Teilchen allgemeiner Lage
(auf keinem Symmetrieelement liegend, Symmetriebedingung C,),
sondern auch Punkte, dieauf Symmetrieelementenliegen, die
daher eine bestimmte geometrische Wertigkeit w und eine (Zahl der
gleichwertigen Punkte) kleinere Zihligkeit z als die Punkte allge-
meiner Lage besitzen, ndmlich z = N/w. Neben der allgemeinen Lage
(Symmetriebedingung = C;) und dem Zusammenfall des Punktes mit
der Vollsymmetrie kommen als Symmetriebedingungen jedoch nur in
Frage: Cp, Cy, Cpy -

Nach unserem Ableitungsprinzip gilt dabei folgendes. Jeder
Schwingungstypus ist zugleich einer Symmetrieklasse dquivalent, die
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innerhalb des gesamten Schwingungssystems zur Grundsymmetrie
isomorph ist. Wihrend der Schwingung muss die Symmetrie einer
Schwingungsklasse beibehalten werden, oder mit anderen Worten:
die Schwingungen miissen so erfolgen, dass in jedem Zeitmoment die
Bedingungen der betreffenden Symmetrieklasse (A-, B-, E-, F-, G-,
H-Klassen) erhalten bleiben. Betrachten wir eine Momentaufnahme,
so muss z. B. in einer A, -Klasse stets die Grund- oder Hauptsym-
metrie erkennbar bleiben. Punkte, die auf Symmetrieelementen einer
Symmetrieklasse liegen, miissen diese relative Lage zur Gesamtanord-
nung beibehalten. Thre Bewegungsméglichkeiten sind eingeschrinkt.
Ist z. B. C, die Symmetriebedingung einer Punktlage und sind in einer
zu betrachtenden Symmetrieklasse die Symmetrieebenen als gewoéhn-
liche Spiegelebenen vorhanden (zugehoriger Charakter = 1), so kann
die Schwingung dieses Punktes nur ,,symmetriegerecht** sein, d. h.
der Punkt darf wihrend der Schwingung die Spiegelebene nicht ver-
lassen. Alle Schwingungen miissen sich aus zwei in der Ebene liegenden
Normalschwingungen zusammensetzen lassen; die dritte Normal-
schwingung, welche den Punkt aus der Ebene herausfithren wiirde,
kann nicht benutzt werden. Statt 3 Freiheitsgraden hat der Punkt
nur 2 Freiheitsgrade fir einfache Schwingungen. Ist die Symmetrie-
ebene eine Antispiegelebene (Charakter — 1), so muss das fiir die
betreffende Symmetrieklasse auch im Schwingungsbild zur Geltung
kommen. Es kann sich in diesem Schwingungstypus der C,-Punkt
nicht so verhalten, als ob eine Spiegelebene da wire, es bleibt nur die
Normalschwingung senkrecht zur Ebene benutzbar, also nur 1 Frei-
heitsgrad.

Man sieht leicht ein, dass es eine einfache Aufgabe der Symmetrie-
lehre ist, fiir alle Symmetriebedingungen mit bestimmten Charakteren
der zur Syminetriebedingung gehorigen Symmetrieoperationen die
Zahl der jeweilen noch in Betracht kommenden Freiheitsgrade zu be-
stimmen (Typenfreiheitsgrade ¢ = Gesamtfreiheitsgrade/q). Diese Zahl
kann auch Null sein, d. h. der betreffende Schwingungstypus kommt
fiir Punkte dieser Lage tiberhaupt nicht in Frage. Das tritt z. B. ein,
wenn jede zuldssige Schwingung die Symmetriebedingung der Lage
zerstoren wiirde. Ist z. B. die Symmetriebedingung C,, und soll den
Charakteren der Typenklagsen nach die Schwingung symmetrisch zur
Digyre und zugleich antisymmetrisch zu den Spiegelebenen verlaufen,
so verlangt die erste T'orderung Schwingungen parallel zur Achse; der
zweiten Forderung geniigen nur Schwingungen senkrecht zu den bei-
den Spiegelebenen, was miteinander unvereinbar ist.

Haupttabelle IX enthiilt das Resultat dieser neuen geometri-
schen Untersuchungen, das in bezug auf die Vollsymmetrie ohne
Freiheitsgrad noch wie folgt zu erginzen ist. Mit den Freiheitsgraden
1 treten auf:
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in Dyoyn> Dpa> S'p29vs Dpn
die Typen: Asy, und By, (oder E’)

in C(DZZ)h’ Cph’ Sm, Cpi’ DpZZ, Dp
A, und Ey (oder E')) | A, und E,

in

T Tha

die Typen: F Fy

in O und 1
By

in Td

in Op und Ip

F,

Fru

In D, tritt fiir A,, B, und B, je ein Freiheitsgrad auf, in Dy fiir
Asy, Bigs Bay, in Cyy, 1 Freiheitsgrad fiir A, und 2 Freiheitsgrade fir
By, in €, findet man 3 Freiheitsgrade fiir A,. Da es sich bei Vollsym-
metrie stets um Einerpunkte handelt, kann die Gesamtsumme der
Schwingungen immer nur 3 sein; somit kann es sich total um drei
Einzelschwingungen vom Typus A oder B handeln, um eine Einzel-
schwingung plus eine zweifach entartete, oder um eine dreifach ent-
artete Schwingung. Fiir Vollsymmetrie mit einem Freiheitsgrad C,
oder C,, enthilt bereits Tabelle VIII die Angaben. Es tragen, wie sich
beim EKinsetzen ergibt, z. B. in C, A und E, in C, A; und E,; zu den
Freiheitsgraden der Einpunktner bei.

In der Haupttabelle IX stehen (soweit notwendig) bei Sym-
metriebedingungen C,,, in den Kolonnen ,,Charaktere* die Charaktere
der Achse und der zwei- oder einerlei dazugehorigen Symmetrie-
ebenen in der Form: Achsencharakter | Spiegelebenencharakter, Spie-

gelebenencharakter. So bedeuten z. B. 1 | 11 und T | 11 bzw. I |11
unter A und B der Symmetriebedingung C,,, dass einer Punktlage Cs,
der Freiheitsgrad 1 zukommt, wenn fiir die Digyre + 1 oder — 1 als
Charakter gilt und fiir beide Symmetrieebenen die Charaktere + 1
oder fir die eine + 1 und fiir die andere — 1 vorliegen. Auf die ele-
mentare Ableitung selbst wollen wir hier nicht eingehen.

Das generelle Vorgehen ist nun folgendes: Man stellt fiir eine
gegebene Grundkonfiguration die Matrix der Charaktere und der da-
mit vertriglichen Schwingungssysteme auf, bestimmt die Symmetrie-
bedingungen der vorhandenen Punkte und leitet aus den zur Symme-
triebedingung gehorigen Charakteren die zugeordneten Freiheits-
grade ab.

Fiir 7, und R, (] der Hauptachse von wirteligen Krystallen oder
parallel irgendeiner Digyrenrichtung in D, und seinen Untergruppen)
gilt, wie leicht ersichtlich, dass (sofern in der Matrix vorhanden) die
Vorzeichen der Charaktere sein miissen:

Tiir die Drehungsachse | z| die SE | z | die Digyre | z | die SE | z |das Zentrum
T + + — — -
Ra + — — + +

Diese uneigentlichen Schwingungen gehofren somit zu ganz be-
stimmten A- (bzw. B-)Typen, die sofort aus der Matrix herausgesucht
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Tabelle IX.
Symmetriebedingungen der Punkte, Charaktere, und die zugehdrigen Freiheitsgrade.
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Schwing)| Char. | Fr. gr. | (haraktere |Fr.gr. | Charaktere |Fr.gr. | Char. |Frgn Char. Frgd
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[1 11D it trennb. 2 ® 3 ® 4 @5 ©®
SELIA[hSE
1@ rrennbar<-22- %— 1 ® |0 |®f 1
C et 22
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- 1@ i i@
1 | (D [SEuAdhse ®
c nicht trenph o | @
w frennbar (T)=2| @
A0 || © sz 1 ® |0 |®1 @
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- 1@ lsters o ® ! ®
-
in : 1 od.aum
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werden konnen. Die E-Typen in wirteligen Symmetriegruppen ent-
halten 7, 7, und R, und R,. Sie gehoren zu E-Typen mit folgendem
Charakter:

hori.zonta,le Yertikale h9rizontale Inversion l Hauptachse
Digyren |Spiegelebenen|Spiegelebenen entartet, als
allfallige
Tx Ty 0 0 + — J Digyre anti-
Ry Py 0 0 —— - symmetrisch

In kubischen Symmetriegruppen entfallen alle R, Ry, R, auf
F,-Typen mit entsprechendem Bau und ebenso alle 7., 7,, 7, (letz-
tere z. B. so, dass allfillige parallele Spiegelebenen positive Vorzeichen
haben). Um fiir einen Schwingungstypus bei gegebener Punktlage die
eigentlichen Schwingungszahlen zu erhalten, sind die allfidllig darin
vorkommenden Rotationen oder Translationen abzuziehen.

Mit Hilfe der Tabellen VI bis IX und der Charakterendarstel-
lungen der 2. Mitteilung lisst sich nun bei gegebenen Grundsymme-
trien fiir irgend eine Punktlage die Zahl der in Frage kommenden
Schwingungen (inklusive uneigentliche) sofort angeben. Diese Tabellen
enthalten in sich alle Angaben der expliziten Darstellungen, wie sie
(nach Wigner) z. B. von anderen Gesichtspunkten ausgehend Jahn
und Teller vermittelten. Ist N/w = z die Zéhligkeit einer Punktlage,
80 muss, was eine weitere Kontrolle der M vtrizendarstellungen bedeu-
tet, die Gesamtzahl der einzelnen Schwingungen fiir jede Punktlage
der Wertigkeit w gleich 3 z sein.

Ein Beispiel moge zur Illustration des Vorgehens geniigen. Fiir
T, lauten die in Frage kommenden speziellen Symmetriebedingungen
und Zihligkeiten wie folgt:

Ta I Punkte allgemeinster Lage
1 sind mit ¢, 24-zihlig

Symmetriebedingungen . | Cg
Zahligkeit . . . . . . . 12

CS v
4

Coy
6

Fur C,, 4, Cy, sind die Charaktere und die daraus folgenden
Freiheitsgrade p und q ¢ aus nachstehender, ihrerseits aus Tabelle IX
ableitbaren Tabelle 61) ersichtlich.

Von Punkten der Symmetriebedingung C,, in T, kommen somit
von den Schwingungstypen in Frage: filr A; nur ein Typenfreiheits-
grad, von A, keiner, von E nur einer, von F, zwei und von F, drei.
Das ergibt in der Gesamtheit der Normalschwingungen (Multiplika-
tion mit den Entartungszahlen) 1 A, + 2 E + 6 F;, + 9 F,-Schwin-
gungen, und diese Zahl muss, da es sich um einen Sechspunktner han-
delt = 3:6 = 18 sein. Anders formuliert: Von den 3-6 = 18 Normal-

1) Fortsetzung der Nebentabellennumerierung nach 1. und 2. Mitteilung.
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schwingungen des Sechspunktners in T; gehoren eine Schwingung
dem Typus (oder der Klasse) Tq(A,), zwei der Klasse Ty (E), sechs der
Klasse T, (F;) und neun der Klasse T4 (F,) an.

Tabelle 6.
Freiheitsgrade fiir Tq als Schwingungssystem
Gy Cs Cav Csy Ta
Charak- Charak- (harak-

PPA] e | P[P for | P |PY| tr | P |99 | P4

Cohwi VR - I N S S -2 I T U A W S BV A
u“’s‘zm;a A, | 3| 3| 1 | 1| t|1fit| o of1jT | o 0| o] ©
BRSO L | | 6 (12] 0 | 3( 62oo| 1] 2(To| 1] 2| of 0
Klassen Fo| 927 1 | 4[12|1[11} 2} 6|0/T | 1| 3| 0| 0
F, | 9|27 1 | 5|15 (1M11] 3| 9lojt | 2| 6] 1| 3

72— 36— 18— 12= 1,

z 3.24 3.12 3.6 3.4 |31

Infolge der vielfachen Beziehungen zwischen den Zahlenwerten
ergeben sich auch hier Kontrollen. Wir fithren zu dem Zwecke einige
weitere Begriffe ein. Die zeilenartige Darstellung der Charaktere einer
Klasse A; heisst y(A,). So ist fiir T4 die Charakterentafel y durch Ta-
belle 7 gegeben.

Tabelle 7.
1f, | 8%, | 65, | 3f, | 65,
A, 1 1 1 1 1=yx(A)
A, 1 1 il 1 | 1=yx(4Ay
B 2 1 0 2 0 = % (E)
F, 3 0 1 T 17— 4@
r, 3 0 1 T | 1= y(Fy)

und die erste Zeile ist y(A;), die dritte Zeile y(E) usw.

Bei gegebener Symmetrie der Punktiage gehort nun, wie wir
sahen, zu jedem Schwingungstyp (jeder Klasse) ein bestimmter, aus
Tabelle IX ablesbarer Typenfreiheitsgrad ¢. Diese Typenfreiheits-
grade lauten z. B. fiir die Symmetriebedingungen des Systemes Ty:

Tabelle 8.

€, | G | Coy| Cyy| Ta

A 3 2 1 1 0 @ (A;)-Werte . . )

A 3 1 0 0 0 @ (A,)-Werte jeweilen bei den in der

A ) Ag)-Werte i e

o 6 3 1 1 0 o (E)- Werte Uberschriftzeile angege-
benen Symmetrie-

F 9 4 2 1 0 4 (Fl)-Werte bedingungen der Lage

F, 9 5 3 2 1 @ (F,)-Werte
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Multipliziert man fir eine gegebene Symmetriebedingung der
Punktlage die Charaktere mit den zugehirigen g-Werten, so erhilt
man neue Tabellen, z. B. fiir die Punktlage C, des Schwingungssyste-
mes T4 nachstehende Tabelle 9:

Tabelle 9.

11, | 8%, | 68, | 34, | 64,
A, | 1e3] 13| 13| 1:3] 13
A, | 1-3] 1-3]-1-3| 1-3|-1-3
E | 26|-16| 0:6] 26| 06
F, | 39| 0:9] 1-9|—1-9|-1-9
¥, | 39| o9|-1-91-1-9| 1-9
P2 72 0 0 y 0

Addiert man in jeder Vertikalkolonne die ncuen Werte. so ent-
steht 72 0 0 0 0 und das nennt man den y(R{)-Wert oder den Ge-
samtcharakter fiir C; in Ty.

Durch gleiches Verfahren erhdlt man die verschiedenen y(R)-
Werte fiir die andern Punktlagen in Ty, woraus die Tabelle 10 resul-
tiert.

Tabelle 10.
Gesamtcharaktere fiir verschiedene Punktlagen in Ta.

11, | 8f; | 65, | 3T, G s,
24-Punktner . .| 72 | 0 0 0 o= z(RE)
12-Punktner . . 36 0 0 ¢ HaEs Z(Rgl‘)

6-Punktner . . 18 0 0 2 Dy (1\’;]:‘)‘ ‘ )
4-Punktner . .| 12 | © 0 0 2 Z([‘z;’ﬁ;‘:\)
1-Punktner . . 3 0 1 1 b= /(Ri:)

Fir Kombinationen verschiedener Punktner gilt additives Ver-
halten. So wird beispielsweise fiir CH, der Symmetric T, der z(Rye, ¢, )-
Wert zu:

1f, 8f, | 65, | 35 | 6
] 12 0 0 0 2
+ + |+ -
l 3 0 1 i I
=15 0 1 | 3
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woraus sich gleichfalls die vorhandenen Schwingungstypen des Me-
thans ableiten lassen.

Nun gibt es einen zweiten Weg, die y(R)-Werte fiir gegebene
Symmetrie und Symmetrie der Punktlage abzuleiten. Stellt man die
Symmetrieoperationen durch Determinanten dar, deren sogenannte
Spuren bei einer Deckoperation mit dem kleinsten Deckwinkel ¢
(reine Drehung, Operation 1. Art) durch (1 + 2 cos ¢), bei einer Ope-
ration 2. Art mit dem kleinsten Deckwinkel ¢ durch — (1 -+ 2 cos )
gegeben sind, so erhilt man fiir die wichtigsten Symmetrieoperationen
folgende neue (sogenannte dreidimensionale) c-Charaktere von der
Art (1 + 2 cos g).

Tabelle 11 (c-Charaktere).

’

B0 8 | B3 | By | f6 |12 | 82 |8%6] 5a ] 8

(1+2cosgp)y . . 371]0|1(2/3/1|0|12

Treten in einer Symmetriegruppe die entsprechenden Symmetrie-
operationen auf und werden von den X-Punkten jeweilen u durch
eine Operation in sich selbst iibergefithrt, so wird y(Rporiemmetie)
auch gleich dem zeilenartig geordneten System der u-c¢-Werte,

Fiir T gelten z. B. die Operationen:

16, | 8, | 6s, | 31, | 65,

mit den c¢-Charakteren . 3 0 1 1 1

Besitzt darin ein Punkt die Symmetriebedingung Cs;,, so ent-
stehen im ganzen vier gleichwertige Punkte. Jede der Operationen f;
fithrt nur einen Punkt der vier Punkte in sich selbst liber, jede Ope-
ration 8, zwei Punkte, die Identitit alle vier Punkte und die iibrigen
Operationen keinerlei Punkte. Somit wird

14, | 8f, | 6s, | 3%, |65,

we ... .. 4310|0107 |21
und es ist . .| 12 0 0 0 2::X(Ré§)

Das ist die gleiche Zeile, die vorhin fiir y(R¢; ) erhalten wurde.
In allen diesen Gesamtcharakteren sind die Nullfrequenzen (Rotatio-
nen, Translationen) inbegriffen.

Noch sei ein Rechnungsbeispiel zum Abschluss dieser Erorte-
rungen betrachtet. Nehmen wir an, eine Molekel der Symmetrie Tq
enthalte k Punktsorten der Symmetrie C, (allgemeine Lage, hexa-
tetraedrisches inklusive tetrakishexaedrisches Schema), r Punkte der
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Symmetrie C, (deltoiddodekaedrisches oder triakistetraedrisches oder
rhombendodekaedrisches Schema), s-Punkte der Symmetrie Cy, (hexa-
edrisches Schema), t-Punktsorten der Symmetrie C;, (tetraedrisches
Schema) und einen Zentralpunkt, also im ganzen:

24 k+12r+6 s+ 4 t+1 Punkte, so kommen in Frage

fir A;-Typus: 3k+2r+1s+1t

fiir A,-Typus: 3k+1r4+0s+0t

fir E-Typus: 6k+3r+1s+1t Typenfreiheitsgrade
fir F,-Typus: 9k+4r+2s+1t
fir F,-Typus: 9k+56r+3s+2¢
Typensumme fiir kK r s t Vollsymmetrie
30k 15r 7s 5t 1

Die Zahlen der Normalschwingungen erhilt man unter Beriick-
sichtigung der Entartungszahlen, mit denen die ¢-Werte multipliziert
werden miissen. So ergeben sich fiir die Punktsorten C;:

(3-14+3-14+6-2+9-349-3) k = 72 k-Normalschwingungen,
fiir die r-Punktsorten der Symmetrie Cj:

(2°141-14+3-244:34+5-3)r = 36 r~\Iormals.ehwingungen,
fiir die s-Punktsorten der Symmetrie C,,:

(1-140-1+1-242-3+3-3) s = 18 s-Normalschwingungen,
fiir die t-Punktsorten der Symmetrie Cy, :

(1-140-14+1-241-3+2-3) t = 12 t-Normalschwingungen
und fir die Vollsymmetrie 3 uneigentliche Schwingungen. Dies ist in
Ubereinstimmung damit, dass (k-24 +r-12 + s-6 + 4-t + 1) Punkte
auftreten. s ist das hexaedrische Punktanordnungsschema. Thm sind
1 A -+ 1E + 5 F-Schwingungstypen zugeordnet, die (1-:1 4 1-2 +
5-3) == 18 Normalschwingungen (inkl. uneigentliche Schwingungen)
enitsprechen. Diese Gesamtzahl und die Hauptgliederung in A-, E-
und F-Typen miissen fiir jedes hexaedrische Schema, das in allen fiinf
kubischen Schwingungssystemen auftreten kann, gleich sein, da es
sich immer um einen 6-Punktner analoger Lage handelt. Die feinere
Zuordnung ist indessen den Charakterentafeln entsprechend eine ver-
schiedene. Sie lautet:

Tabelle 12.

Typengliederung der Schwingungen des hexaedrischen Schemas in den
fiunf verschiedenen kubischen Schwingungssystemen.

Fall Schwingungstypen

CpinT A+E+5F

Coy in Ty A+E+2F,+3F,

Cyy in Th A+Eg+2F;+3F,

¢, inO A+E+3F,+2F,

Cyv in Oy Ajg+ Eg+F g+ 2F,  + Foe+ Fyy
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Es erhebt sich nun die Frage, ob und wie sich gegebenenfalls
diese verschiedenen Aufspaltungen nachweisen lassen und ob es theo-
retisch und praktisch moglich ist, an Hand der spezifischen Schwin-
gungstypen nachzuweisen, ob eine hexaedrische Teilchenanordnung
einem Schwingungssystem T, Ty, T, O oder Oy zugeordnet werden
muss.

Damit ist die Frage der Vieldeutigkeit und Unterscheidbarkeit
angeschnitten, die fiir eine kritische Strukturbestimmung sehr wichtig
werden kann. Von ihr ist in andern analogen Arbeiten im allgemeinen
nur sporadisch oder nur unvollstindig die Rede. Im gegenwirtigen
unvollkommenen Stadium der experimentellen Technik war dieser
Mangel ohne grosse Bedeutung, die zukiinftige Forschung muss jedoch
die Kenntnis aller Moglichkeiten voraussetzen, damit Fehlbestim-
mungen vermieden werden.

Zusammenfassung.

In dieser, an die 1. und 2. Mitteilung des gleichen Obertitels an-
kniupfenden Arbeit wurde gezeigt, wie sich in Analogie zu Aufgaben
in der Krystallkunde das Problem der den einzelnen Schwingungs-
typen zukommenden Freiheitsgrade bei bestimmter Punktsymmetrie
losen lisst. Bine Tabelle, welche Freiheitsgrade, Symmetriebedingung
und Charaktereder Schwingungstypenmiteinander verbindet, gestattet,
jede beliebige diesbeziigliche Aufgabe zu losen. Andere Tabellen orien-
tieren iiber die verschiedenen Punktzidhligkeiten bei gegebener Sym-
metrie und die damit verbundene Vieldeutigkeit von Punktnern oder
Kombinationen von Punktnern.

Korrektur zur 2. Mitteilung Helv. 32, 913 (1949): Seite 923 muss es
unter 9 statt ,,Das Produkt* heissen ,,Die Summe der Produkte.

Krystallchemisches Laboratorium der Eidg. Technischen
Hochschule und Universitit Ziirich.





