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196. Die geometrischen Grundlagen der Auswahlregeln der 
Eigenschwingungen und Termaufspaltungen in Molekel- 

und Krystallverbindungen. 

Die Bestimmung der den Schwingungen 
zukommenden Freiheitsgrade 

(11. VI. 49.) 

3. Mitteilungl). 

von Paul Niggli. 

I n  der 1. und 2. Mitteilung wurde zur Erlauterung der Auswahl- 
regeln der Molekelspektroskopie ein neuer Weg eingeschlagen. Zu 
einer Teilchenanordnung bestimmter Symmetrie der Ruhelage wur- 
den die ein Schwingungssystem bildenden, einander isomorphen 
Klassen abgeleitet. Sie entsprechen den zur Ruhelage gehorigen, ver- 
schiedenen Schwingungstypen oder Rassen und lassen sich durch so- 
genannte Charaktere darstellen. Die Symmetrie eines Schwingungs- 
systemes wurde mit den in der Krystallographie iiblichen Symmetrie- 
symbolen der Ruhelagesymmetrie, z. B. D4h, 0 usw., bezeichnet, die 
einzelnen Klassen, wie in der Molekelspektroskopie gebrauchlich, mit 
A ..., B ..., E.. .  usw. So besteht beispielsweise das Schwingungs- 
system Oh aus den 10 Klasson Oh(Alg), Oh(AIU), Oh(A2&, Oh(A2,,), 

Bur gleichen Symmetrie eines Schwingungssystemes gehoren ver- 
schiedene Punkt- oder Teilchenanordnungen, genau so, wie einer Sym- 
metrieklasse der Krystallwelt verschiedene Krystallformen und Kom- 
binationen von Krystallformen zugeordnet sind. Beiderorts gilt, dass 
die einander gleichwertigen IClemente (Punkte bzw. Teilchen, Geraden, 
Flaehen) in Abhangigkeit von der &age zu den Symmetrieelementen 
Konfigurationen verschiedener Gestalt und Zahligkeit bilden (n- 
Flachner, n-Punktner mit hestimmt variahelm n)”. 1st z. R. ein 
Schwingungssystem Oh gegehcn, so gehiirt ein Punkt allgemeiner Lage 
einem 48-Punktner an ; Punkte, die sich auf Spiegelebenen vorfinden, 
ergeben 24-Punktner ; Punkte, die auf Digyren liegen, welche zugleich 
Schnittlinien zweier Spiegelebenen sind, bilden 12-Punktner ; Punkte 
auf Tetragyren als Schnittlinien von (2 + 2)  Spiegelebenen 6-Punktner 
und Punkte auf Trigyren + 3 Spiegelebenen 8-Punktner. Die ausge- 
zeichnete Lage der niedrigzahligen Punkte heisst die Symmetrie der 

O h  (Eg)7 Oh ( E ~ ) ,  Oh (Fig), Oh (Flu) ,  0h(F2g)7 Oh (F2u). 

l) 1. Mitt., Helv. 32, 770 (1949); 2. Mitt., Helv. 32, 913 (1949). Die Tabellennume- 

2) Siehe z. B. P. Niggli, Grundlagen der Stereochemie. Verlag Birkhauser, Base1 
rierung geht hier weiter. 

1945. 
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Punktlage ( S y m m e t r i e b e d i n g u n g )  uncl (lie %all1 der. deli Punkt 
in sich selbst uberfiihrenden Symmetrieopc.ratiorlrll fie o 111 e t ri s ch  e 
W e r t i g k e i t  w. Die Zahl gleichartiger Puiikix i b t  t l i c ~  Zd hl igke i t  z 
und es ist immer z - w  = N = der Zahligkeil der Punk t1 : tp~  allgeniein- 
ster Lage. 

Im  obengenannten Falle gelten: 

48 
hexakisok- 
taedrisch 

. . . . . . . Zugeordnete Punktsymmetrie 
(Symmetrie bedingung) 

24 
tetrakis- 

hexaedrisch 
oder 

triakisokta- 
edrisch oder 
deltoidikosi- 
tetraedrisch 

Die Gestalt des Punktners wird adjch ti viscii  ind do,^ 1)cwiclmc.t 
wie die Gestalt des entsprechenden Fliiclincrs. FIW Ol,-Synimetrie 
wurde dies: 

Zahligkeit . . . . . . 
Gestalt des Punktners 

12 
rliomlrcn- 
1iodck;l- 
edrisc.11 

6 
hexa- 

vdrisch 

Es ist klar, dass fur eine gegebene Synimetrie tler Ausgangslage, 
also fur jedes Schwingungssystem sofort angebbar ist, was fur Punkt- 
zahligkeiten in Prage kommen und wie im I4inzelfalle die Sfiynimetrie- 
bedingungen (d. h. die Lagebeziehungen zu den Rq-mmetrieeleiiienten) 
lauten. 

Die Haupttabellen VI-VIII1) enthalteri alle not wendigcn An- 
gaben, da als Symmetriebedingungen von I’unktktgca nur PI, C,, C,, 
C, und die Vollsymmetrien zu beriicksichtigen sintl. Zweierlei ist 
hiezu zu bemerken : 

1. Analoge Gestalt oder Art der Piinlitzusammeiig~horigkeit 
kann in gewissen Fallen bei prinzipiell verschiudener Lage der Punkte 
zu den als Koordinatenachsen gewahlten h’ichtungcn ent stehtln. Die 
Krystallographie ordnet derartige korrelate I’unk tncr ocl er Fliichner 
verschiedenen Stellungen zu und definiert, was z. 15. a18 I .  Stellung, 
2. Stellung, 3.  Stellung zu bezeichnen ist2). 

2. Unterscheiden sich die Symmetrien ZIT eier ~ehr~~ingur i f s~vs teme 
nur dadurch voneinander, dass zu der Sq mmetrie des c~incii noch 
Symmetrieelemente hinzukommen (Symni~ti-ieg~set ze !), d j ( 1  in der 

1) Fortsetzung der Numerierung der Haupttabelleii nac 11 1. nnd 2 .  hlitteilung. 
2, Siehe z. B. P. Niggli, Lehrbuch der Mineralogle und Kiiatallcl 

Bd. I, 1941, Verlag Borntrager, Berlin. 
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zweiten in den Symmetriebedingnngen einer Punktlage enthalten sind, 
so Bndert sich weder die Zahligkeit noch die Gestalt des zugehiirigen 
Punktners. Die entsprechenden Fliichner oder Punktner sind vie1 - 
d e u t i g ,  d. h. sic treten in gleicher Gestalt und Ziihligkeit in verschie- 
denen Symmetriegruppen auf. Verschieden konnen dann nur die Sym- 
metriebedingungen der Punktlagen oder Teilchen sein. So sieht man 
aus der Tabelle VIa, dass ein hexagonal (n  = 6)-prismatischer Punkt- 
ner 1. Stellung in acht verschiedenen Symmetriegruppen auftreten 
kann, wobei ihm entweder die Symmetriebedingung C2", C,, C, oder 
C, zukommt. In  einem regelmassigen Seehseck angeordnete Punkte oder 
Teilchen sind somit rnit verschiedener Gesamtsymmetrie vertraglich. 

3 .  1st eine Kombination verschiedener Punktnor gegeben, so 
muss zur Feststellung, ob sie der Symmetric nach ein- oder vieldeutig 
ist, kontrolliert werden, ob die gleiche Kombination in verschiedenen 
Schwingungssystemen auftreten kann. So treten der oktaedrische 
8-Punktner und der hexaedrische 6-Punktner in Oh, 0 und T, auf, 
die Kombination beider Punktner ist somit dreideutig, sic kann in 
drei verschiedenen Schwingungssystemen auftreten. 

Die Tabellen VIa und VIb enthalten die Punktner mit Symmetrieklassen vom 
Typus p und 2 p, wobei p ungerade ist, also z. B. die trigonal-rhomboedrischen, trigonalen 
und hexagonalen Klassen mit p = 3. I n  diesen (wie in den iibrigen) Tabellen sind jeweilen 
die Symmetriebedingungen der betreffenden Punktner mit den iiblichen Symbolen an- 
gegeben. Die Symmetriebedingungen von Punktgestalten, die in ihrer Form eindeutig 
nur einer Syrnmetrieklasse angehoren, sind umrandet ; wenn sie nur in der betreffenden 
Stellung eindeutigen Charakter aufweisen, ist diese Umrandung gestrichelt. Die Zahl 
verschiedener Symmetrieklassen, in welchen die gleiche Form auftreten kann, gibt die 
Vieldeutigkeit (Deutigkeit der Tabellen) an. 1st die Stellung unbekannt, nur die Punkt- 
form bestimmt, so kann die Vieldeutigkeit grosser sein. 

Die Tabelle VII enthalt die entsprechenden Daten fur  Symmetrieklassen vom Typus 
m durch 4 teilbar, also vom Typus p 22 mit z > 1; z. B. die tetragonalen Klassen mit 
p = 1 und z = 2. Hier ist auch bei der Symmetriebedingung C, angegeben, ob in der 
iiblichen Aufstellung die Spiegelebene /I oder 1 zur Wirtelachse steht. Fur die digonalen 
Symmetrieklassen (p = 1, z = 1, d. h. die triklinen, monoklinen, orthorhombischen 
Klassen) gilt der untere Teil dieser Tabelle. 

Schliesslich enthalt Tabelle VIII  die moglichen Punktgestalten und ihre Symmetrie- 
bedingungen fur  die kubischen und ikosaedrischen Symmetrien. Gewisse Formen konnen 
durch einfache Deformation in Spezialformen hoherer Symmetrie ubergehen, somit als 
Pseudoformen auch in niedrigeren Symmetrieklassen auftreten. Beispiele sind in Tabelle 
VIII  unten rechts vermerkt. 

Diese jedem Krystallographen gelaufigen Betrachtungen werden 
nun wegen der mit den Symmetriebedingungen verbundenen Ein- 
schrankungen der F r e i h e i t  s g r a d e  der Deformationen von grosser 
Bedeutung fiir die Auswahlregeln innerhalb der Schwingungssysteme. 
ZunSichst gilt, dass, wie in Mitteilung 1 erlautert, die Schwingungen 
aller gleichwertigen Punkte durch die Schwingungen eines dieser 
Punkte bestimmt werden. Hat  nun der Punkt (als Teilchenschwer- 
punkt gedacht) die allgemeine Lage, d. h. die Symmetriebedingiing, 
C1, so liegt er auf keinem Symmetrieelement der Ruhelagesymmetrie. 
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Tabelle VIa. 
Punktner und ihre Synimetriebedingungungen in K lasseii, derrn 11 dutch 4 

nicht teilbar ist. 

ra "T- e 
n = 2 p  

Dnh 

Dn 

DPh 

DPd 

CPh 

C p i 

C P  
Deuhg 
k e i t  

p -  Punktner I 2P = n -  Punktner  I 
p-gonal, p-gonal n-gonal n -  gonal di- p -  
pnsmatisch pyramidal prismatisth pyramidal gonal 
I. 2. 3t I I I I  1. 2. Jt I. 2. 311. I. 2. 8 prism. 

I Icz cz I I 

c, c, c, c, c,ic; +m 
4 3  2 2 1 1 8  9 3 2 3  1 

Stellunq 
unbe kannt: 

5 
unbekannt I I 

Es kommen ihm 3 Freiheitsgrade der Benegung zit, ~ h i ~ ~  thss sicli 
(sofern die Bewegungen aUer gleichwertig(bn Pun kl t b  gdi opp4 t sind) 
die Symmetrie des Schwingungssystemes kidert . Die %;tltl sdcher 
gleichwertigen Punkte allgemeiner Lage ist iinnwr gleich S, wenn S 
die Ordniingsxahl der Symmetriegmppe ist. Fiir cine cter Schwin- 
gungen bzw. Klassen Tom Typus A oder 1: besitzen soinit Teilchen 
allgemeiner Lage stets drei Freiheitsgrade. 
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1 un e- 
1 = 2p 

ra a e 

4~ = zn-Punktner 4n-fitn" 
dt-n- di-n- n-gonal di- n-gon di-p-, d i - p -  d i -n-,  € i n -  Zwei- 
gonal gon. y -  pyramidal trapezo- tonal di- gon ska gon di- punkt- punkt- 
prism. rami al 1 2 1st edristh pyramid. lenoedr. pyram. ner: ner. a 

c, c, IC, 
I I I 

I I I 

Zweifach entartete, jedoch trennbare Schwingungstypen besitzen 
gleichfalls drei Freiheitsgrade (Fr. gr.). Sind die zweifach entarteten 
Schwingungstypen nicht trennbar, so sind ihnen, da es sich um un- 
trennbare Doppelsehwingungen handelt, sinngemiiss 2 * 3 - 6 Freiheits- 
grade zuzuordnen. Da wo die drei- und vierfach entarteten Schwin- 
gungen auftreten, sind xie durchwegs nicht trennbar. Den dreifach 
entarteten Schwingungstypen (F) kommen daher fur Punkte allge- 
meiner Lage 3 . 3  = 9 Freiheitsgrade zu, den vierfach entarteten ( G )  
4 . 3  -= 1 2  iind den funffach entarteten (H) 5 . 3  : ICY Frcihcitsgrade. 

92 
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Tabello VII. 
Punktner und ihre Symmetriebedingungen in Iilci>si~n init 111 t l i ircl i  I t i  r l l m  

und in digonslen Kliisst 11. 

m - Punktner 

Zwe 
'unk' 
n er 

Cm, 
- 

I b  

2- Punktner I 4 - Punktner 8-Phtn. II 
p = 1  
z = 1  

di - 
sphenoid. 

pyramid. 

C1 

Deu t ig 
kei t - 

6 4 413 12 2 3 1 1 
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Tabelle VIII. 
Punktner und ihre Symmetriebedingungen in kubischen und ilrosaedrischen Klassen. 

1459 

Oh 

0 

Th 
h 
- 

T 

CZV 

cz 
_. 

2 

Punktner IPktnl Pktn.11 
; s s ,  s 5 

5 $5.2 z.z ‘5 

u r . r  c : ‘S Beispiele : Ubergange bei Spezial- ;*&g aJ 
= w . % ! w  L v) 0 

k E : 5 & C L  

f 

lagen : 

di-p~qonaal-2n-Qonal 

a 

ZZ%+Z<% Xm-giiiT-zm-gonaI 

I,, . toedrisch - p-qonal dipyramidal 
p-gonal-trapezoedrisch - p-gonal strep- c s  
orthorhomb. disphenoidisch - digonal- c, a I streptoedennh (disphenoid.) - tetraedr. 

. orthorhombisch dipyramidal - tetr. di- 
pyramidal - oktaedrisch 

2 1 1  

Fiir eine dlgemeine Puriktlage ergibt sich daher generell als 
Summe der den Normalschwingungstypen zukommenden Freiheits- 
grade cp der Wert: 

3 (A+ A‘+ A”. * * )+ 3 (B+ IS’+ B”. . . )+ 3 (E+ E’ + E”+ . . . )  + 
6 (E+E’+* - - ) + 9  (F+F’+. . . ) + I 2  ( G +  G’+ . . . )+  15 (H+H’+. . e), 

_ _ _  
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wobei unter A + A‘. . . usw. die Rumme aller verschiedenen A-Typen, 
unter j$ + j$’. . . die Summe aller zweifach entarteten trennbaren 
Typen und unter E t E’ . . . diejenigen zveifach entarteter untrenn- 
barer Typen usw. verstanden wird. 

Die Zahl der G e s a m t f r e i h e i t s g r a d e  fur a l le  N o r m a l -  
s chwingungen ,  t i .  h. die Gesamtzahl der einzelnen Eigen- oder 
Kormalschwingungen fur eine allgemeine Punktlage berechnet sich 
daraus, indem die Zahlen p fur q-fach eritartete Scli\~~ingiingstSpen 
mit q multipliziert werden. Sie ist somit generell: 

1 . 3  ( A + A ’ + . . . ) + 1 ’ 3  (B+B’+. . . )+2 .3  ( E + E ’ + . . . ) + 2 . 6  - -  (E+E’+ . . . )  
) + 5.15 (H+ H’+ . . . ). 

Diese 8:thl muss gleich 3 W sein, wenn N die Anzahl der gleicli- 
m-ertigen Punkts allgemeiner Lage (zugleich Ordnungszahl dcr Syni- 
metriegruppe) ist. Das ergibt zugleicli eins Kontrolle der Charakteren- 
dwrstellung. So erhalten wir fur einen Punkt allgemeiner Lage in I?,: 

GeRamtfreiheitsgrade. Inbegr i f  f en  sind darin, wie fruher gezeigt, 
die nichteigentlichen Schwingungen, namlich die drei Translationen 
(z) und die tlrei Rotationen (8 oder Rot), so dass die Zahl der eigent- 
lichen Schu-ingungen 3 N - 8 ist. Das Reispiel eiries Teilchenaggregates 
allgemeiner Lage der Symmetrie I, demonstriert besonders eindruck- 
lich den auswahlenden IVert der Symmetriebetrachtung. Fur 120 Teil- 
chen eines heliebigen Komplexes kommen an sich unter Berucksichti- 
gung der Freihcitsgrade 380 verschiedene Eigen- oder Normalschwin- 
gungen in Frage. Sind die 120 Teilchen jedoch als Punkte allgemeiner 
Lage durch die Symmetrieoperationen von I h  miteinander verknupft, 
so zerfallen diese Eigenschwingungen in nur 10  verschiedene Typen : 
3 vom Typus A, , 3 vom Typus A,, je 9 Tripelschwingungen der Typen 
F,, , F, ,, , F2,, Fzu, je 12 Quadrupelschwingungen der Typen G, und G, 
und je 15 Quintupelschwingungen der Typen H, und H, der Haupt- 
tabelle V. 

Nun gehoren, wie eingangs erlautert wurde, zu einer bestimmten 
Symmetriegruppe nicht nur Punkte oder Teilchen allgemeiner Lage 
(auf keinem Symmetrieelement liegend, Symmetriebedingung CJ, 
sondern auch P u n k t e ,  d i e  auf S y m m e t r i e e l e m e n t e n  l iegen ,  die 
daher eine bestimmte geometrische Wertigkeit w und eine (Zahl der 
gleiehwertigen Punkte) kleinere Zahligkeit z als die Punkte allge- 
meiner Lage besitzen, namlich z : N/w. Neben der allgemeinen Lage 
(Symmetriebedingung = C,) und dem Zusammenfall des Punktes mit 
der Vollsymmetrie kommen als Symmetriebedingungen jedoch nur in 

Nach unserem Ableitungsprinzip gilt dabei folgendes. Jeder 
Schwingungstypus ist zugleich einer Symmetrieklasso aquivalent, die 

1 .3  + 1 . 3  t 3 . 9  T 3 . 9  - 3 . 0  -1 4.12 - 4.12 - 2 . 1 5  + 5.15 ~ 3.120 

Frage: Cm, c s ,  CrnTJ. 
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innerhalb des gesamten Schwingungssystems zur Grundsymmetrie 
isomorph ist. Wahrend der Schwingung muss die Symmetrie einer 
Schwingungsklasse beibehalten werden, oder mit anderen Worten : 
die Schwingungen mussen so erfolgen, dass in jedem Zeitmoment die 
Bedingungen der betreffenden Symmetrieklasse (&4-, B-, E-, F-, G-, 
H-Klassen) erhalten bleiben. Betrachten wir eine Momentaufnahme, 
so muss z. B. in einer A,,-Klasse stets die Grund- oder Hauptsym- 
metrie erkennbar bleiben. Punkte, die auf Symmetrieelementen einer 
Symmetrieklasse liegen, mussen diese relative Lage zur Gesamtanord- 
nung beibehalten. Ihre Bewegungsmoglichkeiten sind eingeschriinkt. 
1st  z. B. C, die Symmetriebedingung einer Punktlage und sind in einer 
zu betrachtenden Symmetricklasse die Symmetrieebenen als gewohn- 
liche Spiegelebenen vorhanden (zugehoriger Charakter = l), so kann 
die Schwingung dieses Punktes nur ,,symmetriegerecht" sein, d. h. 
der Punkt darf wahrend der Schwingung die Spiegelebene nicht ver- 
lassen. Alle Schwingungen mussen sich aus zwei in der Ebene liegenden 
Xormalschwingungen zusaminensetzen lassen; die dritte Normal- 
schwingung, welche den Punkt aus der Ebene herausfuhren wurde, 
kann nicht benutzt werden. Statt 3 Freiheitsgraden hat der Punkt 
nur 2 Freiheitsgrade fur einfache Schwingungen. 1st die Symmetrie- 
ebene eine An t i sp i ege lebene  (Charakter = i), so muss das fur die 
betreffende Symmetrieklasse auch im Schwingungsbild zur Geltung 
kommen. Es kann sich in diesem Schwingungstypus der C,-Punkt 
nicht so verhalten, als ob eine Spiegelebene da wiire, es bleibt nur die 
Xormalschwingung senkrecht zur Ebene benutzbar, also nur 1 Frei- 
heitsgrad. 

Nan sieht leicht ein, daas es eine einfache Aufgabe der Symmetrie- 
lehre ist, fur alle Symmetriebrdingungen mit bestimmten Charakteren 
(lev zur f4pnimetriebedingung gehorigen Sgmmetrieoperationen die 
Zalil der jeweilen noch in Betracht kommeiiden Freiheitsgrade zu be- 
stimnicn (Typcnfrejheitsgrade p = Gesamtfrriheitsgrade/q). IXese Zahl 
kann auch Null sein, (1. h. der betreffende Schwingungstypus kommt 
fur Punkte dieser Lagr ubrrhaupt nicht in Frage. Das tritt z. B. ein, 
wenn jede zulassigc Schwingung die Symmetriebedingung der Lage 
zerstoren wurde. 1st z. B. die Symmetriebedingung C2> und sol1 den 
C'harakteren der Typenklassen nach die Schwingung symmetrisch zur 
Digyre und zugleich antisymrnetrisch zu  den Spiegelebenen verlaufen, 
so verlangt die erste i'orderung Schwingungen parallel zur Achse; der 
zweiten Porderung genugen nur Schwingungen senkreeht zu den bei- 
den Spiegelebenen, was mitcinander uiivereinbar ist. 

Haupttabelle IX enthalt das Resultat dieser neuen geometri- 
schen Untersuchungen, das in bezug auf die Vollsymmetrie ohne 
Freiheitsgrad noch wie folgt zu erganzen ist. Mit den Freiheitsgraden 
1 treten auf: 
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In  D, tritt fur A,, B, und 13, je ein Freiheitsgrad auf, in DZh fur 
A Z l l ,  B,,, B,,, in CZ1, 1 Freiheitsgrad fiir A, und 2 Freiheitsgrade fur 
B,, in C, fintlet man 3 Freiheitsgrade fur A,. Da es sich hei Vollsym- 
inetrie stets um Zinerpunkte handelt, kann die Gesamtsumme der 
Schwingungen immer nur 3 sein; somit kann es sieh total um drei 
Einzelschwingungen vom Typus A oder B handeln, um eine Einzel- 
schwingung plus eine zweifach entartete, oder um eine dreifach ent- 
artete Schwingung. Fur Vollsymmetrie mit einem Preiheitsgrad C, 
oder C,, enthalt bereits Tabelle VIII  die Angaben. Es tragen, wie sich 
beim Einsetzen ergibt, z. B. in C, A und E, in C,, A, und E, zu den 
Freiheitsgraden der Einpunktner bei. 

I n  der Haupttabelle I X  stehen (soweit notwendig) bei Sym- 
metriebedingungen C,ll, in den Kolonnen ,,Charaktere" die Charaktere 
der Achse u n d der zwei- oder einerlei dazugehorigen Symmetrie- 
ebenen in der Form : Achsencharakter I /  Spiegelebeneneharakter, Spie- 

gelebenencharakter. So bedeuten z. B. T 11 11 iind T I /  17 bzw. I /  1-1 
unter A und €3 der Symmetriebedingung C 2 > ,  dass einer Punktlage C,, 
der Freiheitsgrad 1 zukomint, wenn fiir die Digyre + 1 oder - 1 als 
('harakter gilt und fur beide Symmetrieebenen die Charaktere + 1 
oder fur die eine + 1 und fur die andere - 1 vorliegen. Auf die ele- 
mentare Ableitung selbst wollen wir hier nicht eingehen. 

Das generelle Vorgehen ist nun folgendes: Man stellt fur eine 
gegebene Griindkonfiguration die Matrix der Charaktere und der da- 
mit vertraglichen Schwingungssysteme auf, bestimmt die Symmetrie- 
bedingungen der vorhandenen Punkte und leitet aus den zur Symme- 
triebedingung gehorigen Charakteren die zugeordneten Freiheits- 
grade ab. 

Fur T, und 'iRZ ( / I  der Hauptachse von wirteligen Krystallen oder 
parallel irgendeiner Digyrenrichtung in DZh und seinen Untergruppen) 
gilt, wie leiclit ersichtlich, dam (sofern in der Matrix vorhanden) die 
Vorzeichen der Charaktere sein mussen : 

+ + + 

Diese uneigentliehen Schwingungen gehoren somit zu ganz be- 
stimmten A- (bzw. B-)Typen, die sofort aus der Matrix herausgesucht 
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Tabelle IX. 
Symmetriebedingungen der Punkte, Charaktere, und die zugehorigen Freiheitsgrade. 

1463 

A od. B E F 

Charaktere 

3 

1 

i 
!iii i  o d . i a i i  
I i i i i  

i 11 11 

c4 D 

lf 2cosgo = 1 

nirht trennbar I I 0 - 
1 
- 

1 
lrennbar 
2 c o s  19 0 lC2COSf c3 

CS 
C5 

fehll 

I l l  1 

- 
'ehlt 
- 

0 

1 t 2 C O S 2 f  

C 4 V l n  Oh 
11111,  i r i i i  
1 I I  11 

zrosnfpi, also E,, 

IR Oh SE mit@ 
son: 
1111 

fur Csv 
2~0~72 i r i  
2cos144111 sons 

- 
2COS 72 It 1 
2cos 144 I I  i 
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werden konnen. Die E-Typen in wirteligen Symmetriegruppen ent- 
halten t,, ty und %x und illy. Sie, gehoren zu E-Typen mit folgendem 
Charakter : 

allf allige 
0 - Digyre anti- 

s ymmetrisch 

I n  kubiwhen Symmetriegruppen entfdlen alle %,, illy, illE auf 
F,-Typen mit entsprechendem Bau und ebenso alle z,, z,, t, (letz- 
tere z. B. so, dass allfallige parallele Spiegelebenen positive Vorzeichen 
haben). Um fur einen Schwingungstypus bei gegebener Punktlage die 
eigentlichen Schwingungszahlen zu erhalten, sind die allfallig darin 
vorkommenden Rotationen oder Translationen abzuziehen. 

Mit Hilfe der Tabellen VI bis IX und der Charakterendarstel- 
lungen der 2. Mitteilung lasst sich nun bei gegebenen Grundsymme- 
trien fur irgend eine Punktlage die Zahl der in Frage kommenden 
Schwingungen (inklusive uneigentliche) sof ort angeben. Diese Tabellen 
enthalten in sich alle Rngaben der expliziten Darstellungen, wie sie 
(nach Wigmer) z. B. von anderen Gesichtspunkten ausgehend Jahn. 
und TeZZer vermittelten. 1st N/w -- z die Zahligkeit einer Punktlage, 
so muss, was eine weitere Kontrolle der 11 btrizendarstellungen bedeu- 
tet, die Gesamtzahl der einzelnen Schwingungen fur jede Punktlage 
der Wertigkeit w gleich 3 z sein. 

Ein Beispiel moge zur Illustration des Yorgehens genugen. Fur 
T,, lauten die in Fragc kommend en speziellen Syinmetriebedingungen 
und Zahligkeiten wie folgt : 

Svmnictripbedingiingen . :h ~ C: 1 P y  I T; ~ Punkte allgemeinster Lage 
Zahligkei t . . . . . . sirid rnit L‘, 24-zahlig 

Fur C,, (’217 C,,  sind die Charakterc und die darans folgenden 
Freiheitsgrade pl und q y aus nachstchcnder, ilirerseits am Tabt.lle IX 
ableitbaren Tabelle 6 l )  ersichtlich. 

Iron T’unkten der Symmetriebedingung C121 in T,, konimen somit 
von den Schwingungstypen in Brage: fur ill nur ein Typenfreiheits- 
grad, von A, keiner, yon E nur einer, von F, zwei und \-on F, drei. 
Das ergibt in der Gesamtheit der ~Qrmalsc’liwingungen (Multiplika- 
tion mit den Entartungszahlen) 1 A, 1. 2 E - 6 F, - 9 F,-Schwin- 
gungen, untl diese Zahl muss, (la ex sich um einen Sechspunktner han- 
rlelt ~ 3 . 6  = 18 sein. Rnders formuliert : Ton den 3 . 6  - 18 Xormal- 

Fortsetzung der Nebcntabellennumerierung nach 1. und 2. Nitteilung. 
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schwingungen des Sechspunktners in T, gehoren eine Schwingung 
dem Typus (oder der Klasse) Td(RI), zwei der Klasse T,(E), sechs der 
Klasse T, (F,) und neun der Klasse T, (F2) an. 

Tabelle 6. 
F r e i h e i t s g r a d e  f u r  Td als Schwingungssys tem 

I A, 
A, 

F1 

F, 

1 1111 1 
0 iii o 
2 i o  1 

9 0111 2 
6 0,Ii 1 

3 . 6  

_ _ ~  _ _ _ ~ _ _  _ _ _ ~ - ~ ~ ~  

3 2 1 1 o ( p ( ~ , ) - ~ e r t c  
3 1 0 0 0 p(A,)-\Vmte 
6 3 1 1 0 p(E)-  Werte ' 

9 5 3 2 1 p(F,)-Werte 

jeweileii bci den in  der 
Oberschriftzeile angege- 
benen Symmetrie- * Q1(Fd-Werte bedingungen der Lage 

1 0  
0 0  
2 0  
3 0  
6 1  

13= 
3 . 4  -- 

Infolge der vielfachen Beziehungen zwisehen den Zahlenwerten 
ergeben sich auch hier Kontrollen. Wir fuhren zu dem Zwecke einige 
weitere Begriffe ein. Die zeilenartige Darstellung der Charaktere einer 
Klasse A, heisst x(A,). So ist fur Td die Charakterentafel x durch Ta- 
belle '7 gegeben. 

Tabelle 7. 

uricl die erste Zeile ist (Al), die clritte Zeile 
Bei gegeberier Sj-mmetrie der Punktlage gehiirt nun, wie wir 

silhen, zu jedem Schwingungstyp (jeder Klasse) ein bestimmter, BUS 
Tabelle IX ablcsbarcr Typenfreiheitsgrad p. Dicse Typenfreiheits- 
grade lauten z. B. fur die Symmetricbedingungen des Systemes Td: 

(E) usw. 



1466 HELVETICA CHIBIICA A( I'A 

Multipliziert man fur eine gegebene Symn tet ricbcciingnng der 
Punktlage die Charaktere mit den zugeh0rigen p \I.cirt ('11, 60 erhalt 
man neue Tabellen, z. B. fur die Punktlaw C ,  dc;\ ~ ; c ~ l i n - i r ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ s s ~ ~ t ~ -  
mes T, nachstehende Tabelle 9: 

Tabelle 9. - 1 I f ,  I 8 f 3  I 6 s 4  I 3 ' 2  
- 

A, 1.3 1.3 1.3 I 3 

E 2.6 -1.6 0.6 1 (i 
A, 1 . 3  1 . 3  -1.3 I 3 

F, 3.9 0.9 1.9 - I  9 
F, 3.9 0.9 -1.9 - I  9 

Addiert man in jeder Vertikalkolonnc die n(w(lri \Y(.i.t P.  bo mt- 
steht 72 0 0 0 0 und das nennt man den ~ ( R ~ ; ) - i V e i - t  c r c l t ~  tlen Ge- 
samtcharakter fur C', in T,. 

( R ) -  
Werte fur die andern Punktlagen in T,, wir;i,us (lit. T:~lx~ll(~ 1 0  resul- 
tiert . 

Tabelle 10. 
Gesain tcharaktere  fu r  verschiederie 1'iinktl:rcc.ii I I I  'I'<I 

Durch gleiches Verfahren erhalt man c!ie 1 e i . h c . l i i e . t l ( ~ i i o ~ i  

-__ 

24-Punktner . . 
12-Punktner . . 

G-Puiiktner . . 

4-Punktner . . 
1-Punktner . . 

18 0 0 

0 0  

Fur  Kombinationen verschiedener Puith tner gilt :htltliti\ es Vt.1- 
halten. So wird beispielsweise fur CH, der S) nimetric. '1'(1 dvi a( R;; c , ) -  
Wert zu : 

0 0 0 

+ +  
I 
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woraus sich gleichfalls die vorhandenen Schwingungstypen des Me- 
thans ableiten lassen. 

Nun gibt es einen zweiten Weg, die x(R)-Werte fur gegebene 
Symmetrie und Symmetrie der Punktlage abzuleiten. Stellt man die 
Symmetrieoperationen durch Determinanten dar, deren sogenannte 
Spuren bei einer Deckoperation mit dem kleinsten Deckwinkel p 
(reine Drehung, Operation 1. Art) durch (1 t 2 eos p), bei einer Ope- 
ration 2. Art mit dem kleinsten Deckwinkel p dureh - (I + 2 cos p) 
gegeben sind, so erhalt man fur die wichtigsten Symmetrieoperationen 
folgende neue (sogenannte clreidimensionale) c-Charaktere von der 
Art (1 + 2 cos v). 

Tabelle 11 ( c ~ C h a  r a k t e r  e ). 

Treten in einer Syrnmetriegruype die entsprechenden Symmetrie- 
operationen auf und werden von den X-Punkten jeweilen u durch 
eine Operation in sich selbst ubergefuhrt, so wird x(R:$$:;;t',EkgYe) 
auch gleich dem zeilenartig geordneten System der u c-Werte. 

Fur T, gelten z. B. die Operationen: 

Besitzt darin ein Punkt die Symmetriebedingung C3", so ent- 
stehen im gsrizen vier gleichwertige Punkte. Jede der Operationen f, 
flihrt nur einen Punkt der vier Punkte in sicb selbst uber, jede Ope- 
ration s, zwei Punkte, die Identitat alle vier Punkte und die ubrigen 
Operationen keinerlei Punkte. Somit wird 

Das ist die gleiche Zeile, die vorhin fiir x(RE;) erhalten wurde. 
I n  allen diesen Gesamtcharakteren sind die Nullfrequenzen (Rotatio- 
nen, Translationen) inbegriffen. 

Noch sei ein Rechnungsbeispiel zum Abschluss dieser Erorte- 
rungen betrschtet. Nehmen wir an, eine Molekel der Symmetrie Td 
enthalte k Punktsorten der Mymmetrie C, (allgemeine Lage, hexa- 
tetraedrisches inklusive tetrakishexaedrisches Schema), r Punkte der 
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Symmetrie C, (deltoiddodekaedrisches oder triakistetraedrisches oder 
rhombendodekaedrisches Schema), s-Punkte der Symmetrie C,, (hexa- 
edrisches Schema), t-Punktsorten der Symmetrie C3\ (tetraedrisehes 
Schema) und einen Zentralpunkt, also im ganzen: 

24 k +  12 r + 6 s + 4 t + 1 Punkte, so kommen in Frage 
fur A,-Typus: 3 k + 2  r + l  s + l  t 
fur A,-Typus: 3k+lr+Os+Ot 
fur E-Typus : 6 k + 3 r + 1 s + 1 t 
fur F,-Typus: 9k+4r+2s+l t 
fur F,-Typus: 9k+5r+3s+2t 
Typensumme fur k r s t 

I 
I Typenfreiheitsgrade 

Vollsymmetrie 
1 30k  15r 7 s  5 t  

Die Zahlen der Normalschwingungen erhalt man unter Beruck- 
xichtigung der Entartungszahlen, mit denen die p-Werte multipliziert 
werden mussen. So ergeben sieh fur die Punktsorten C,: 

(3.1 +3.1+6.2+9.3+9.3) k -- 72 k-n'ormalschwingungen, 

fur die r-Punktsorten der Symmetrie C,: 

fur die s-Punktsorten der Symmetrie C, , :  

fur die t-Punktsorten der Symmetrie CSv: 
(1.1+0.1+1.2+1.3+2.3) t = 12 t-Normalschwingungen 

und fur die Vollsymmetrie 3 uneigentliche Schwingungen. Dies ist in 
fjbereinstimmung damit, class (k * 24 - r * 1 2  s .  6 4 t 1) Punkte 
auftreten. s ist das hexaedrische Punktanordnungsschema. Ihm sind 
1 A - 1 E + <5 F-Schwingungstypen zugeordnet, die (1.1 - 1 . 2  
S . 3 )  18 Norrrialschwingungen (inkl. uneigentliche Schwingangen) 
erithprechen. Diese Gesamtzahl uncl die Hauptgliederang in A-, E- 
uritl F-Typen mumen fiir jedes hexaedrisehe Schema, das in allen funf 
kubischen Schmingungssy8temen auftreten kann, gleich sein, da, es 
hirh imnier um eincn 6-Pirnktner anzlloger Lage handelt. Die feinere 
Zuordnnng ist indeasen den Charekterentnfeln entsprechend eine rer- 
schiedene. Sir lautet : 

Tabcllc 12. 
Typengl iederung tler Schwingungcn d e s  hexaedr i schen  Schcnias  in d e n  

f u n  f ve r s chi  e do no r i  k u 13 1 s c h c n S c h w i n g u r i  g s 8 y s t e ni e n. 

(2.1+1.1+3.2+4.3+53) r == 36 r-Normalschwingungen, 

(I -1 + 0.1 + 1 - 2 + 2.3 + 3.3) s = 18 s-~orrnalsch~itigungen, 

Fall 

C, in T 
C,, in T d  

C,, in Th 
C, in 0 
C,, in Oh 

Schwingungstypen 

A + E + 5  F 
A + E + 2  F,+3 F2 
A + E , + 2 F , + 3 F u  
A l + E + 3 F , + 2 F ,  
A,, + E, + Flg + 2 Flu + FZg + F,,, 
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Es erhebt sich nun die Frage, ob und mie sich gegebenenfalls 
diese verschiedenen Aufspaltungen nachweisen lassen und ob es theo- 
retisch und praktisch moglich ist, an Hand der spezifischen Schwin- 
gungstypen nachzuweiseii, oh eine hexa,edrische Teilchenanordnung 
einem Schxringungssystem T, T,, TI,, 0 oder 01, zugeordnet werden 
muss. 

Damit ist die Frage der Vieldeutigkeit und Unterscheidbarkeit 
angeschnitten, die fiir eine kritiwhe Strukturbestimmung sehr wichtig 
werden kann. T-on ihr ist in andern analogen hrbeiten im allgemeinen 
nur sporadisch oder nur unvollstandig die Rede. Im gegenwartigen 
unvollkommenen Stadium der experiment ellen Tcchnik war dieser 
Mangel ohne grosse Bedeutung, die zukunftige Forschung muss jedoch 
die Konntnis aller Xoglichkciten ~oraussetzrn, tlamit Pehlbestim- 
mungen vermieden wrrden. 

B u s a m m e n fa s s u n g . 
In  dieser, an die 1. und 2. Nitteilung des gleichen Obertitels an- 

knupfenden Arbeit xurde gezeigt, wie sich in Analogie zu Aufgaben 
in der Krystallkunde dss Problem der den einzelnen Schwingungs- 
typen zukommenden Freiheit sgrade bei bestimmter Punktsymmetrie 
liisen liisst. Eine Tabelle, welche Freiheitsgrade, Symmetriebedingung 
und Charaktere der Schwingungs type11 miteinander verbindet, gesha tte t , 
jede beliebige diesbezugliche aufgabe zu h e n .  Andere Tabellen orien- 
tieren uber die verschiedenen Punktzahligkeiten bei gegebener Sym- 
metrie und die damit verbuntlene Vieldeutigkeit von Punktnern oder 
Kombinationen von Punktnern. 

K o r r e k t u r  z u r  2. M i t t e i l u n g  Helv. 32, 913 (1949): Seite 923 muss es 
unter y stat t  ,,Dm Produkt" heissen ,,Die Summe der Produkte". 

Krystallchemisches Laboratorium der Eidg. Technischen 
Hochschule und Universitat Zurich. 




